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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. W kazde pole tablicy 4 x 4 nalezy wpisa¢ pewna liczbe catkowita w taki sposéb, aby
sumy liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu byly potegami liczby 2 o wyktadniku
catkowitym nieujemnym. Czy mozna to zrobi¢ w taki sposéb, aby kazde dwie z tych odmiu
sum byly rézne? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Przypuéémy, ze sumy liczb w kolumnach sa réwne 2%t 2k2  2ks  9k1 o sumy liczb
w wierszach sg réwne 2w, 2W2  2Ws  2Wi przy czym ki, ko, ks, k4, w1, wo, w3, wy to
nieujemne liczby catkowite, z ktérych kazde dwie sa rézne. Przyjmijmy ponadto bez straty
0g6lnodci, ze ki jest najmniejsza z tych odmiu liczb.

Zapisujac dwoma sposobami sume wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy, uzysku-
jemy réwnosé

k1 4 gka 1 oka 4 oka — gw1 4 owa 4 gws 4 gwa,

Drzielac te réwno$é stronami przez 2%!, otrzymujemy
1+2k2—k1 +21€3—k1 +2k4—k1:2w1—k1 _|_2w2—k1 +2w3—k1 +2w4—/€1'

Lewa strona powyzszej zaleznosci jest liczba nieparzysta, a prawa — liczbg parzysta. Uzy-
skana sprzecznos$¢ dowodzi, ze nie jest mozliwe wpisanie liczb w pola tablicy zgodnie z wa-
runkami zadania.

2. Wykaz, ze jezeli przekatne pewnego trapezu sa prostopadte, to suma dlugosci pod-
staw tego trapezu jest nie wieksza od sumy dtugosci ramion tego trapezu.

Szkic rozwigzania

Niech ABC'D bedzie trapezem o podstawach AB i C'D oraz prostopadtych przekatnych
przecinajacych sie w punkcie P. Nalezy udowodnié¢, ze AD+ BC > AB+CD.

Oznaczmy przez K i L $rodki odpowiednio ramion AD i BC trapezu ABCD (rys. 1).

Poniewaz trojkaty ADP oraz BC'P sg prostokatne, wiec PK = %AD oraz PL = %BC :
Ponadto, odcinek KL taczy srodki ramion trapezu ABC D, wiec KL = %(AB +CD). Zapi-
sujac nieréwnosé trojkata K LP, otrzymujemy

PK+PL>KL, czyli $AD+1BC>L1(AB+CD).

Mnozac ostatnia nieréwnos¢ stronami przez 2, uzyskujemy teze zadania.

rys. 1
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3. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, d. Wiadomo, ze liczba a+b jest podzielna
przez d, a liczba a-b jest podzielna przez d?. Udowodnij, ze kazda z liczb a i b jest podzielna
przez d.

Szkic rozwigzania

Jezeli d=1, to warunki zadania oczywiscie sa spelnione. W dalszej czesci rozwiazania
przyjmijmy, ze d > 1.

Niech p’fl ~p§2 -...-pkn bedzie rozktadem liczby d na czynniki pierwsze. Wykazemy
najpierw, ze obie liczby a i b sa podzielne przez plfl.

Liczba a-b jest podzielna przez d?, a wiec jest takze podzielna przez p?kl. Wobec tego
liczba p; wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby a-b z wyktadnikiem wigkszym
lub réwnym 2k;. Stad wniosek, ze ta sama liczba pierwsza p; wchodzi do rozkltadu na
czynniki pierwsze co najmniej jednej z liczb a, b z wykladnikiem wiekszym lub réwnym k.
To dowodzi, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez p’fl.

Przyjmijmy, bez straty ogdlnosci, ze liczba a jest podzielna przez p’fl. Poniewaz liczba
a—+0b jest podzielna przez d, wiec jest podzielna takze przez p’fl. W zwiazku z tym liczba
b= (a+b) —a jest takze podzielna przez p*.

Analogicznie dowodzimy, ze liczby a, b sg podzielne przez kazda z liczb plgz , p§3, ey i
Poniewaz kazde dwie sposrdd liczb p’fl, p’§2, ..., p¥n sa wzglednie pierwsze, wiec obie liczby
a, b sa podzielne przez iloczyn liczb plfl, p’gz, ..., pFn ) czyli przez d.

Uwaga

W rozwigzaniu uzasadnilidmy, ze jesli d jest potega liczby pierwszej, to z podzielnosci
liczby a-b przez d? wynika, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez d. Stwier-
dzenie to nie jest jednak prawdziwe dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej d. Na przyktad
dla d=6 liczba 4-9 jest podzielna przez 62, lecz zadna z liczb 4, 9 nie jest podzielna przez 6.

4. Czy istnieja liczby 1,2, ..., %99, z ktérych kazda jest réwna /241 lub v/2—1 i ktére

spelniaja réwnosé
T1T2 +Tox3+2X3L4+ ... +T98T9gg9 + XLgoZT1 = 1997

OdpowiedzZ uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze takie liczby nie istnieja.

Przypusémy, ze istnieje uktad liczb x1, xs, ..., x99 spelniajacych warunki zadania.

Kazdy z iloczynéw x1xs2, xox3, ..., Togx1 przyjmuje jedna z trzech wartosci:

(V24+1)2=3+2v2, (vV2-1)2=3-2V2, (V24+1)(vV2-1)=1.
Niech a bedzie liczba iloczynéw réwnych 3+ 2v/2, b — liczba iloczynéw réwnych 3 —2v/2,
natomiast ¢ — liczba iloczynéw réwnych 1. Poniewaz wszystkich iloczynéw jest 99, wiec
a+b+c=99.
Wykazemy najpierw, ze a =b.
7 danej w tredci zadania réwnosci wynika, ze
a(3+2v2)+b(3—2V2) + =199,
czyli rownowaznie
2(a—b)V2=199—c—3(a+b).
Jezeli a # b, to dzielac przez 2(a—b) obie strony powyzszej zaleznosci, otrzymujemy
199 —c—3(a+0
/oo (a+1)

2=
2(a—0b)
B
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Lewa strona ostatniej rownosci jest liczba niewymierna, a prawa — wymierna. Uzyskalidmy
sprzecznosé, ktora prowadzi do wniosku, ze a =b.

Wykazemy teraz, ze c jest liczba parzysta.

Narysujmy 99-kat foremny X; X5 ... Xgg9. Przy wierzchotku X; napiszmy liczbe x1, przy
wierzchotku X5 — liczbe x4, itd. Przy kazdym jego wierzchotku napisaliémy zatem jedna
z dwéch liczb: v2+1 lub v2—1.

Wykonajmy teraz wedréwke po obwodzie 99-kata, zaczynajac od wierzchotka X, od-
wiedzajac kolejno wierzchotki Xo, X3, ..., Xgg i konczac w punkcie wyjscia X;. Przechodzac
z danego wierzchotka do kolejnego, odnotujmy czy liczba przy odwiedzanym wierzchotku
ulegta zmianie, tzn. czy liczby przy obu wierzcholtkach sg rézne. Poniewaz wedrowka za-
czyna sie i konczy w tym samym punkcie X7, wiec podczas niej odnotujemy parzysta liczbe
zmian.

7 drugiej strony, przy przejsciu z danego wierzchotka do kolejnego liczba przy odwie-
dzanym wierzchotku ulega zmianie jedynie wtedy, gdy iloczyn obu liczb przypisanych tym
wierzchotkom jest rowny 1. Wobec tego liczba zmian odnotowanych podczas wedréwki jest
réwna c. To dowodzi, ze ¢ jest liczba parzysta.

Wykorzystujac wyzej uzyskane zaleznosci a+b+c =99 oraz a = b, wnioskujemy, ze
c=99 —2a. To dowodzi, ze c jest liczba nieparzysta. Uzyskaliémy wiec sprzecznosé, z ktorej
wynika, ze liczby o postulowanej wlasnosci nie istnieja.

5. Czy istnieje taki wielo$cian wypukly, ze kazdy kat wewnetrzny jego kazdej $ciany
jest prosty lub rozwarty i ktory ma dokltadnie 100 krawedzi? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze wielo$cian o opisanej wtasnosci nie istnieje.

Zauwazmy, ze jezeli pewien wieloScian wypukly ma wszystkie Sciany o wszystkich ka-
tach prostych lub rozwartych, to w kazdym z jego wierzchotkéw schodza sie doktadnie trzy
krawedzie. Rzeczywiscie, rozwazmy dowolny wierzchotek takiego wielo$cianu i oznaczmy
przez d > 3 liczbe schodzacych si¢ w nim krawedzi. Wowczas suma s miar katéw plaskich
przy tym wierzchotku jest nie mniejsza od d-90°. Z drugiej strony, w kazdym wielo$cianie
wypuklym suma katéw ptaskich przy dowolnym wierzchotku jest mniejsza od 360°. Wobec
tego

d-90° < s<360°,

skad wynika, ze d <4, czyli d=3.

Przypusémy, ze istnieje wieloscian wypukty o 100 krawedziach, w ktérego kazdym
wierzchotku schodza sie doktadnie trzy krawedzie. Niech w bedzie liczba wierzchotkéw tego
wieloscianu. Wéwcezas, skoro kazdy wierzchotek jest konicem doktadnie trzech krawedzi wie-
loscianu, a kazda krawedz ma dwa konce, to

3w =2-100.

Poniewaz nie istnieje liczba catkowita w, ktora spelnia powyzsza réwnos$é, wiec nie istnieje
wielo$cian o wlasnosci opisanej w treéci zadania.
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