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1. Cgzy istnieja dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, x o tej wlasnosci, ze
a?+b*=c* oraz (a+x)*+(b+2)?=(c+x)*?
Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze takie liczby nie istnieja.

Przypusémy, ze pewne dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, x spelniaja dane réwnosci.
Druga z nich mozemy przepisa¢ w postaci

a?+2ax+ 2%+ 0%+ 2bx 4 2% = 2 4 2cx + 2.
Po skorzystaniu z pierwszej zaleznoéci a®+b% =c?, redukujac wyrazy podobne, otrzymujemy
x? =2cx — 2ax — 2bx.
Poniewaz x # 0, wiec © =2(c—a—»b). Jednak liczby a, b sa dodatnie, wobec czego
® =a*+b* <a®+2ab+b* = (a+b)>.

Stad c<a+b i w konsekwencji ¢c—a—0b<0, co przeczy zalozeniu, ze x > 0. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieja liczby o postulowanej wlasnosci.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AC # BC. Punkt K jest spodkiem
wysokosci tego trojkata poprowadzonej z wierzchotka C. Punkt O jest $rodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ABC. Udowodnij, ze pola czworokatow AKOC oraz BKOC sa
réwne.

Szkic rozwigzania
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze AC < BC. Oznaczmy przez M srodek odcinka AB

(rys. 1).
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rys. 1
Poniewaz proste CK i OM sa réwnolegle, wiec
[CKO]=[CKM],
gdzie [F] oznacza pole figury F. Czworokat AKOC' jest wypukly, wobec czego otrzymujemy
[AKOC] =[AKC]+[CKO]=[AKC|+[CKM]=[ACM] = i[ABC].
W konsekwencji [BKOC|=[ABC]—[AKOC|=1[ABC], czyli [AKOC]=[BKOC], co bylo

do udowodnienia.
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3. Wyznacz wszystkie trojki (z,y,z) liczb catkowitych spelniajace uklad réwnan
r—yz=1
rz4+y=2.
Szkic rozwigzania
Sposob 1
Dane réwnania podnosimy stronami do kwadratu, po czym dodajemy je stronami.
Uzyskujemy woéwcezas (v —yz)? + (z2 +y)? =5. Przeksztalcajac lewa strone tej zaleznosci,

dostajemy kolejno
z?— 2acyz+y2z2 + 2222 +2:L‘yz—|—y2 =3,

(22 +9) (1 +2%) =5.

Liczba 5 posiada jedno przedstawienie w postaci iloczynu dwéch liczb catkowitych nieujem-
nych, mianowicie 1-5. Wobec tego

22 49%=5 iy’ =1
5 lub )
1+29=1 1+2°=5.

Przeanalizujmy najpierw pierwszy z uzyskanych uktadéow réwnan. Wynika z niego na-
tychmiast, ze z =0. Podstawiajac te warto$¢ do wyjsciowego uktadu, otrzymujemy x =1
oraz y=2. Trojka (z,y,2) = (1,2,0) jest wiec rozwiazaniem wyjsciowego uktadu réwnan.

Przejdziemy teraz do drugiego z otrzymanych wyzej uktadéw.

Z drugiej réwnosci uzyskujemy |z| =2, gdy tymczasem z pierwszej wnioskujemy, ze
jedna z liczb |z|, |y| jest réwna 0, a druga 1. Gdyby |z| =0, to z pierwszego réwnania
danego w tresci zadania ukladu uzyskaliby$my yz=—1. Wtedy jednak |yz|=1, czyli |y| =3,
co przeczy zalozeniu, ze liczba y jest catkowita. Jesli z kolei |y| =0, to y =0 i podstawiajac
te wartos¢ do danego w tresci zadania ukladu réwnan, otrzymujemy z =1 oraz z=2. Bez
trudu stwierdzamy, ze tréjka (x,y,z)=(1,0,2) istotnie spelnia dany w tresci zadania uktad
réwnan.

Ostatecznie dany uklad ma dwa rozwiazania w liczbach catkowitych: (z,y,z)=(1,2,0)
lub (.Cl],y,Z) = (17072)

Sposob 11
7 pierwszego réwnania danego ukladu uzyskujemy x=1+yz. Podstawiajac te rownosé
do drugiego réwnania, otrzymujemy
(1+yz)z+y=2, czyli y(z*>+1)=2—=2.
Wobec tego liczba z2+1 jest dzielnikiem liczby 2—z, a wiec jest ona takze dzielnikiem liczby
(2—2)(2+2)+ (22 +1)=4— 22+ 22 +1=5.
Stad otrzymujemy 22 +1=1lub 22 +1=5. W pierwszym przypadku z=0 i w konsekwencji
r=1 oraz y=2. W drugim przypadku |z| =2. Jezeli z=—2, to 2%+ 1=5 nie jest dzielnikiem
liczby 2 — 2z =4. Jezeli za§ z =2, to z réwnosci y(z2+1) =2 — z otrzymujemy y =0, skad
i z pierwszej réwnosci danego uktadu mamy = =1.
Ostatecznie uzyskalismy, ze (z,y,2)=(1,2,0) lub (z,y,2)=(1,0,2). Bezposrednio spraw-
dzamy, ze obie trojki istotnie spelniaja wyjsciowy uktad réwnan.
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4. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkty P i ) leza odpowiednio
na przekatnych AC i BD, przy czym SAPD = <YBQC. Wykaz, ze SAQD =<YBPC.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze SCPD =180° — YAPD =180° — ¥BQC = 4CQD oraz punkty P i Q
lezg po tej samej stronie prostej C'D. Stad wynika, ze punkty C, D, P, ) leza na jednym
okregu.

Jezeli punkt przeciecia przekatnych trapezu ABC D lezy wewnatrz tego okregu (rys. 2),
to mozemy napisa¢ kolejno rownosci

JABQ =94QDC =JQPC =180° —<APQ.
Stad wynika, ze na czworokacie ABQ P mozna opisa¢ okrag.
Jezeli natomiast punkt przeciecia przekatnych trapezu ABC D lezy na zewnatrz okregu
przechodzacego przez punkty C, D, P, Q (rys. 3), to punkty B i P leza po tej samej stronie
prostej AQ i spelnione sg réwnosci

JABQ =9QDC =180° — $QPC = $APQ,

Woéwcezas na czworokacie ABP() mozna opisa¢ okrag.
W obu przypadkach otrzymujemy réwnosé SAQB = SAPB, z ktérej wynika, ze

JAQD =180°— YAQB =180°—<JAPB =<BPC.

rys. 2 rys. 3

5. Kazda liczbe catkowita pomalowano na jeden z trzech koloréw. Udowodnij, ze istnieja
dwie rézne liczby tego samego koloru, ktorych réznica jest kwadratem liczby catkowite;j.

Szkic rozwigzania

Przypusémy wbrew tezie, ze kazde dwie rézne liczby, ktérych réznica jest kwadratem
liczby catkowitej sa réznego koloru.

Niech n bedzie dowolna liczbg catkowita. Wowczas liczba n+ 25 jest innego koloru niz
liczba n, gdyz (n+25) —n = 5.

Zauwazmy, ze liczba n+9 jest innego koloru niz kazda z liczb n oraz n+25, gdyz

(n+9)—n=3% oraz (n+25)—(n+9)=4%.
Roéwniez liczba n+ 16 jest innego koloru niz kazda z liczb n oraz n+ 25, gdyz
(n+16)—n=4% oraz (n+25)—(n+16) =3

Wobec tego, skoro uzyto jedynie trzech koloréw, to liczby n+9 i n+416 maja ten sam kolor.

Konkluzja ta jest stuszna dla kazdej liczby catkowitej n. To oznacza, ze kazde dwie
liczby rézniace sie o 7 sa tego samego koloru. W konsekwencji réwniez kazde dwie liczby
rézniace sie o 7-7 =72 sa tego samego koloru. Otrzymaliémy sprzeczno$é, ktéra dowodzi,

ze istnieja dwie rézne liczby tego samego koloru, ktorych réznica jest kwadratem liczby
catkowitej.
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